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1. Le modèle de fonction de transfert

Considérons un système à deux variables (Xt, Yt) SSL avec moyenne zéro, où il y a
causalité unidirectionnelle de X vers Y . Alors on peut écrire :

C(B)

[
Xt

Yt

]
=

[
εt

ut

]
(1.1)

où

C(B) =

[
C11 (B) 0
C21 (B) C22 (B)

]
(1.2)

où {εt} et {ut} sont des bruits blancs et E (εtus) = 0, ∀t, s. Il s’ensuit que
[
Xt

Yt

]
= C(B)−1

[
εt

ut

]
(1.3)

où

C(B)−1 =

[
C11 (B) 0
C21 (B) C22 (B)

]
, (1.4)

ce qui permet d’écrire

Xt = C11 (B) εt , (1.5)

Yt = C21 (B) εt + C22 (B)ut . (1.6)

Si on suppose que C11 (B)−1 existe,

Yt = C21 (B) C11 (B)−1 Xt + C22 (B) ut

= V (B) Xt + Nt (1.7)

où

V (B) = C21 (B) C11 (B)−1 , (1.8)

Nt = C22 (B) ut =
θ (B)

ϕ (B)
ut . (1.9)

2. Identification et estimation de fonctions de transfert

2.1 Problème Déterminer la forme de

V (B) = V0 + V1B + V2B
2 + · · · (2.1)

1



et de θ(B)
ϕ(B)

.

2.1. Méthode de Box-Jenkins

On pourrait en principe examiner l’intercorrélogramme entre Xt et Yt,

ρ̂ (Xt, Yt+k) , (2.2)

lequel est lié de façon complexe à V0, V1, V2, ... Il est plus simple de préblanchir Xt et Yt :

εt = C11 (B)−1 Xt , (2.3)

Yt = V (B) Xt + Nt (2.4)

d’où

γεW (k) ≡ E [εt−kWt]

= VkE [εt−kεt−k]

= Vkσ
2
ε (2.5)

et

Wt ≡ C11 (B)−1 Yt

= V (B) C11 (B)−1 Xt + C11 (B)−1 Nt

= V (B) εt + C11 (B)−1 Nt . (2.6)

Il s’ensuit que

Vk = γεW (k) /σ2
ε

= ρεW (k)
σεσW

σ2
ε

= ρεW (k)
σW

σε
(2.7)

que l’on peut estimer par

V̂k = rεW (k)
σ̂W

σ̂ε
(2.8)

avec

rεW =
(∑

ε̂t−kŴt

)
/
[(∑

ε̂2
t

)(∑
Ŵ 2

t

)]1/2

. (2.9)
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En général, on cherche deux polynômes de degrés finis W (B) et δ (B) tels que

V (B) =
ω (B)

δ (B)
. (2.10)

2.2 Exemple

ω (B) = ω0 , (2.11)

δ (B) = 1 − δ1B , (2.12)

V (B) = ω0

[
1 + δ1B + δ2

1B
2 + · · ·

]
. (2.13)

En résolvant les équations

V̂ (B) δ̂ (B) = ω̂ (B) (2.14)

on obtient des estimés préliminaires δ̂ (B) et ω̂ (B). Une fois qu’on a une estimation préli-
minaire V̂ (B) , on peut calculer des résidus estimés :

N̂t = Yt − V̂ (B)Xt . (2.15)

On identifie un modèle pour Nt de la façon habituelle :

N̂t =
θ (B)

ϕ (B)
ût . (2.16)

Une fois ω(B)
δ(B)

= V (B) et θ(B)
ϕ(B)

identifiés, on peut estimer le modèle par maximum de
vraisemblance.

2.2. Méthode de Haugh-Box

Haugh et Box (1977) ont proposé une autre méthode pour identifier la structure d’un
modèle de fonction de transfert. Partant du modèle[

Xt

Yt

]
= C(B)−1

[
εt

ut

]
(2.17)

=

[
C11 (B) 0
C21 (B) C22 (B)

] [
εt

ut

]
(2.18)

où {εt} et {ut} sont des bruits blancs et E (εtus) = 0, ∀t, s, on voit que

Xt = C11 (B) εt , (2.19)
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Yt = C21 (B) εt + C22 (B)ut . (2.20)

Chacun des processus univariés Xt et Yt possède une représentation MA :

Xt = VX1 (B)U1t , U1t ∼ BB , (2.21)

Yt = VX2 (B) U2t , U2t ∼ BB . (2.22)

Les innovations univariées U1t et U2t sont elles-mêmes des fonctions de εt et ut. En tenant
compte de la causalité unidirectionelle de X vers Y, on peut alors écrire :

[
U1t

U2t

]
=

[
W11 (B) 0
W21 (B) W22 (B)

] [
εt

ut

]
(2.23)

ou, de façon équivalente

U1t = W11 (B) εt ,

U2t = W21 (B) εt + W22 (B) ut , (2.24)

ce qui signifie que
U1t = εt , W11 (B) = 1 , (2.25)

et

U2t = W21 (B) εt + W22 (B) ut

=
∞∑

k=1

V ′
kU1,t−k + W22 (B) ut , (2.26)

ρ (U2t, U1,t−k) = V ′
kσ

2
U1

. (2.27)

La fonction de transfert qui relie X à Y a donc la forme :

Yt = VX2 (B) W21 (B) VX1 (B)−1 Xt + V22 (B)ut

= V (B)Xt + Nt , (2.28)

où
V (B) = VX2 (B)W21 (B)VX1 (B)−1 . (2.29)

La dernière formule fournit une manière facile d’obtenir V (B) .
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2.3. Validation

Si la forme du modèle estimé est correcte

Yt =
ω (B)

δ (B)
Xt +

θ (B)

ϕ (B)
ut , (2.30)

où

θ (B) : polynôme de degré q ,
ϕ (B) : polynôme de degré p ,
ω (B) : polynôme de degré r ,
δ (B) : polynôme de degré s ,

n = taille d’échantillon ,

on s’attend à ce que :

1. les résidus ût constituent un bruit blanc ;

2. les résidus ε̂t et ût soient non-corrélés à tous les délais avec pour distributions asymp-
totiques (sous H0)

√
n rûû (k) ∼ N (0, 1) , (2.31)√
n rε̂û (k) ∼ N (0, 1) , (2.32)

sous H0, et

Q = n

K∑
k=1

r2
ûû (k) ∼ χ2 (K − p − q) , (2.33)

S = n
K∑

k=0

r2
ε̂û (k) ∼ χ2 (K − r − s) . (2.34)

3. Modèle d’intervention

Soit {Yt} une série << normalement >> stationnaire :

Yt =
θ (B)

ϕ (B)
at . (3.1)

Il peut arriver qu’un événement spécial (e.g. une intervention politique) vienne modifier le
comportement de Yt [Tiao et Box (1981)].

3.1 Exemple Contrôle de prix et salaires sur l’indice des prix à la consommation.
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3.2 Exemple Réglementation anti-pollution sur le niveau de pollution dans une ville.

Une telle intervention modifie le caractère stationnaire de la série.

3.3 Problème Modéliser l’intervention et vérifier si elle paraît avoir un effet.

Une façon générale de ce faire [proposée par Tiao et Box (1981)] consiste à considérer
un modèle de la forme :

yt = f (κ, ξt, t) + Nt (3.2)

où

Nt =
θ (B)

ϕ (B)
at , (3.3)

yt = f (Yt) , (3.4)

f (κ, ξt, t) : fonction déterministe,

ξt : variables exogènes,

κ : vecteur de paramètres,

ϕ (B) = ϕ1 (B)ϕ2 (Bs) (1 − B)d (1 − Bs)D , (3.5)

θ (B) = θ1 (B) θ2 (Bs) . (3.6)

Pour modéliser des << interventions >> nous allons considérer des fonctions f (·) de la
forme :

g (w, δ, ξt, t) =

k∑
j=1

Ytj

=

k∑
j=1

ωj (B)

δj (B)
ξtj (3.7)

ωj (B) = ωj0 − ωj1B − · · · − ωjsj
Bsj , (3.8)

δj (B) = 1 − δj1B − · · · − δjrj
Brj . (3.9)

On considère habituellement deux types de variables d’intervention :

1. variable escalier :

S
(T )
t =

{
0 , t < T ,

1 , t ≥ T ,
(3.10)
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2. variable impulsion :

P
(T )
t =

{
0 , t �= T ,

1 , t = T .
(3.11)

On notera que
(1 − B) S

(T )
t = S

(T )
t − S

(T )
t−1 = P

(T )
t . (3.12)

3.4 Exemple Graphiques

4. Notes bibliographiques

Le lecteur trouvera plus de détails sur les tests de causalité dans Box et Jenkins (1976),
Tiao et Box (1981) et Vandaele (1983).
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