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1. Formules de Wiener-Kolmogorov

D’apres le théoreme de décomposition de Wold, un processus stationnaire au sens large
(de moyenne zéro) peut s’écrire sous la forme :

Xe =Y+ D,

Y, = Zdjut—ja do=1, {w;} ~ BB (07 02) )
§=0
D, est déterministe ,
u =Xy — Pp, (Xt ’ X1, X2, ) .

Par conséquent,
P (Ut ’ X1, Xio, ) =0

ou, plus généralement,
PL (ut ‘ thea Xt7€717 .. ) =0 y \Z4 2 1.

Si X; est un processus strictement non-déterministe,

ona:
Pr(Xy | Xeoq, Xeeo, ...) = Pr(u]| X1, Xyoo, - 0)

+Pr Zdjut—j | Xeo1, Xi—o, ...

j=1
()

= E djut,j .
J=1

De plus, si on suppose que les {u;} sont indépendants,
E(u | Xom1y Xia, o) = E(wg [ w1, s, ...) =0,

E(Xy | X, Xy o) = Y dju
j=1



- PL (Xt ‘ thla Xt727 ) .

On a aussi la meilleure prévision au sens de I’EQM.
Soit { X;} un processus SSL non-déterministe

Dénotons :

Alors :

ou on définit

Xy =Y dju;=d(B)u, (1.1)
7=0
do=1 , d(B)=> d;B. (1.2)
7=0

Pt,th == P (Xt ‘ Xt7j7 Xt,jfl, . ) .

P ;X = Xy pour j <0,
Uy = Xt — P(Xt ‘ thla Xt,Q, .. )
= Xi— B Xy

P Xy = Zdjpt—lut—j :Zdjut—j
§=0 j=1
d(B
= (—( )) Ut—1
B +

+oo 00
(3 ww) ~Xne,

d(B
(—q = (doB'+dB° +dyB' +--+)
JF

= (i ijﬂ'—1>
Jj=0 +

= Y 4" (1.3)
j=1



De la méme manicre, on obtient au délai /,

P /X, = Z djptffutfj = Z djutfj
j=0 j=£

d(B))

= |~ |
(%),
ou, de fagcon équivalente,

d (B >
P X0 = (%) Uy = Zdjutwfj . (1.4)
+ i—=¢

On appelle (1.4) la Formule de Wiener-Kolmogorov pour la prévision linéaire ¢ périodes a
I’avance. On voit que P, X;, s’obtient en laissant tomber les [ termes les plus récents dans
la décomposition de Wold :

Xt = Z djut_j

= €t(l) + .PtXt+g . (15)

Si X, est inversible,

d’ou

d(B 1
P_Xy = ( ( )) y Xi—o
Jr

B (B)
PXy, = (dg?))Jr d(lB)Xt’ (>1.
1.1 Exemple Pour un processus AR(1),
Xe =0 Xo1+u, ol <1 (1.6)
on a la représentation
X, = ﬁut, (1.7)



d’ou

P Xy

P Xy

01 P X + Py
SolXt—l )

o1 P X

= PPy (01 Xio +us1)
= @%Pt—ZXt—2
= @?XH .

Si on utilise la formule de Wiener-Kolmogorov, on obtient :

P_,X, = le

ot

= QpiXt—Z .

1

1_@1B}+Utz
- [B™ (1+901B+90%BQ+”')]+(1_@1B)Xt—£
= i (1+@B+¢iB>+--) (1—¢,B) X,

(1—¢B) X4

1.2 Exemple Pour le processus MA(1),

Xt:(l—HlB)ut, |01‘ <1,

on a

d’ou les prévisions : pour ¢ = 1,

PaX, =

1

- X
1—0,B" "

Uy

1

71 o -
(B~ (1 913)}”_913)@,
—6,
1—9,B° "

—01) 60X
=0

- Z QZithi )
i=1

1

(1.8)
(1.9

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)



pour ¢ > 2

1
-Pt—th — |:B—€ (]_ — 013)}_’_ th_e — 0 .
— V1

1.3 Exemple Pour un processus ARMA(1, 1) de la forme

(1_¢1B)Xt = (1—‘913)%7
’ @1’<17‘91’<1’

la représentation de Wold s’écrit :

(]_ — 81 )
(1—¢ )
d (B)uy

Xy = /=

De 13, on obtient les prévisions : au délai 1,

7, - s,
] B! 61 }

1= B 1= B,
= |[B'1+¢B(1+ ¢ B+¢iB>+--+)] —

o1 01 } (o —0)

= |B! _
+1—901B l-—¢ B

de sorte que

—0 1—p B
rax = P (1)
1

—0
— (Sol 1)Xt 1]

au délai /,

b,

(1.14)
(1.15)

(1.16)
(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)



). - sl
B! 0,8~ ]

[1—¢B N (1 —¢1B)

_ [ by ! } _ e e —6)

_1_9013_1_9013 l—¢B ’
et donc
(py —01) i (1—¢,B
P, X, = X,
t—0\t 1— B 1—6,B t—t
‘Pﬁ_l (901 - ‘91)
1-9,B
ou encore

/—1
-0
HXt+€:<1011(<10;B 1)Xt~
— V1

2. Regle de chaine pour la prévision
Soit .
PtXt+1 = Z tht—j .
7=0

Alors,

o
PriiXiper1 = E b Xiyoj
Jj=0

- hoXt+( + tht-i-(—l + Tt + tht + hg+1Xt_1 + te

P, [Pt+eXt+e+1] = PtXt+e+1
= hoPXipo+ P Xio 1+ + o PX

-1 00
= Z hi P X0 + Z hiXivo—i
i=0 i={

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)



~

-1

I
o

% %

= hiP X i + Z hive Xi—i .

=0

Cette formule permet de calculer les prévisions plusieurs étapes a 1’avance a partir de pré-

visions 1 période a I’avance.

3. Propriétés des erreurs de prévision

Soit
PtXt+e =P (XtM ’ Xt> Xt—h .-

Si -

Xt = Z djut_j s

=0

ou

dO - 17

u = Xy — B Xy,

Vi) = o2,

alors

o0
Xive = E djtsye—yj,
=0

[o.¢]
P Xy = E djugye—j -
—

e (0)

X — B X

-1
= ) djue
j=0
= Uppg + diUsge—1 +

suit un processus M A (¢ — 1), d’ou

Vie(0)] = o*[1+dj+---

o dp U

+d

).

2
-1

]

3.1

(3.2)
(3.3)
(3.4)



ou dy = 1. Par conséquent,
€¢ (1) = Ut41 - (35)

Les erreurs de prévision (optimales) une période a I’avance sont non-corrélées entre elles.
D’autre part,

l—k—1
Ele: (0) erer (O] = 0° Y didipy
=0
-1
= % didip, 0<k<l-1, (3.6)
i=k
[N did g, Si0<k<{-—1,
Ele: () erpr (0)] = { 0. k>0 (3.7)
t ) Ct4+-k O, ik Z £7 .

Covle, (£), e (0 +37)] = Elec(€)er (£ +7)]
-1

= 0> didi; #0, pour j>0. (3.9)
=0

Les covariances entre prévisions faites au méme moment a différents délais sont données
par :

Clec(£), e (0+7)] = Ele:(€)er (£ +7)]

—1
— 2 did. .
= 0o E iligj .
i=0

4. Prévisions a ’aide de modeles ARIMA

Supposons que X; suit un processus ARIMA de la forme :

¢, (B)(1-B)'X, = 0,(B)u,+, (4.1)
uw ~ BB(0, o), 4.2)



Si on dénote
on peut écrire

ou encore
[1—¢pB—- =, B X, =[1-6B— - —0,Bu + [,
d’ou la représentation en équation a différences finies de X; :
Xi=o X+ +0paXepatuy—bhug g — - —Ou g+ 1

ou
p+d

Z(sztz Z‘gut ]+M+ut

4.1 Exemple Dans le cas d’un processus ARIMA(1, 1, 0),ona:

(1-¢,.B)(1-B)X; = uy,
[1 _901B+90232] Xt - [1_ (¢1+1)B+¢1BQ] Xt = Ut ,
o = ($1+1), p3=—9¢;.

4.3)

(4.4)

4.5)

(4.6)

4.7)

Appliquant I’opérateur de projection F; aux deux cotés de I’équation (4.7), nous obte-

nons :
ptd
PXi1 = Z%PtXtH i ZQ Pougj+p
7=0
ptd
= Z@ZXHJ —1 Zeut"rl J+/'L7
p+d
PXiro = 0P X +Z¢,Xt+2 i 29 Upyo—j + [,
7j=2
et, de facon générale,
-1 p+d
P X 0= Z O P Xipo—i + Z 0; Xio—i Ze Upyp—j + [ .
i=1 =0 j=t



En remarquant que

P — 0, sif>1,
e Uy, SiL L0,
on voit alors que
p+d q
P Xy = Z 0 B X0 + Pyugp — Z 0 Pityyp—j + [i
i=1 j=1

et

©(B)P Xy = 0(B)Puwe+ i,
©(B) Xy = 0(B)we + i,
2 (B) (Xt+£ - PtXtJre) = 0 (B) (Ut+e - Ptut+e) .

Soit
¥ (B) = 1+¢1B+¢232+---:Z¢j31,
j=0

¢ (B)y(B)=10(B),
et(g):Xt+€_PtXt+€> (>1,

@ (B) e (0) = ¢ (B) Y (B) (ure — Prtgye) -
Si on note que

et(f) = O,ESO

{0, <0

Uppr — Prttpyy
Ut4e ¢ > 1

on peut simplifier ¢ (B) des deux cdtés et on obtient

€t (5) = 9 (B) (Ut+e - Ptut+£)
= U + V1 Uppr—1 + - F Yy U

-1
= > Wi,
i=0
ou ¢, = 1. Il s’ensuit que

Ele. ()] = 0

10

(4.1)



Viee ()] = V() =

-1
1+ Z¢§] .
j=1

Les erreurs de prévision 1 période a I’avance e, (1) sont non-corrélées entre elles. De fagon
plus générale,

2 -1 . .
o, o, si0<j< L1,
E [@t (ﬁ) et—j (E)] = { g Zz:] wzwlfj zi ’ j_‘j>_€ (48)

Elec () e (£ 4 5)] <Z¢ %)

Si on suppose que u; ' N 0, o]

/—1
e (0) ~ N [o, {1+Z¢§}a2] ,

on peut calculer des intervalles de confiance pour les prédictions :

P [PtXtJrZ - Ca/2Az < Xy < PXyo + Ca/2Ae] =1l-«

-1
= {1+Zw§}02, (4.9)
=1
PIN(O,1)>c)]=a.

En calculant les prévisions a différents horizons ¢, on obtient une fonction de prévision :

PtXt—f—Z = Xt(g) s Ezl, 2,3,...,

e(B)X; = 0(B)u+p,
¢ (B)X;(f) = 0(B)Puy+n,
2y (B)(1=B)' X, (¢) = 0(B) Prursc+i.
Sid=0et/lestgrand,ona:
(pp(B)Xt(E) >~ i,
. i ji
X (l) ~ pu= = )
(0 0 (B) 1= ==,

11



Sid =1 et {est grand,

wp (B) (1= B) X (0) ~ [u

BN 7 D .
(1 B)Xt(g)_'u_gop(B)

X () ~ pg + 1€ Progression arithmétique.

Sid = 2 et { est grand,

~

X (0) = pig + piy €+ pio? .

5. Notes bibliographiques

N

Le lecteur trouvera des discussions générales de la prévision a partir de modeles
ARIMA dans Box et Jenkins (1976, Sections 5.1-5.5, 5.7), Brockwell et Davis (1991,
Sections 5.1-5.5) et Hamilton (1994, Chap. 4). Sur la prévision pour des processus sta-
tionnaires ainsi que la formule de Wiener-Kolmogorov, voir aussi Wiener (1949), Whittle
(1983), Whiteman (1983) et Sargent (1987).
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