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1. Formules de Wiener-Kolmogorov

D’après le théorème de décomposition de Wold, un processus stationnaire au sens large
(de moyenne zéro) peut s’écrire sous la forme :

Xt = Yt + Dt

où

Yt =

∞∑
j=0

djut−j , d0 = 1, {ut} ∼ BB
(
0, σ2

)
,

Dt est déterministe ,

ut = Xt − PL (Xt | Xt−1, Xt−2, . . .) .

Par conséquent,
PL (ut | Xt−1, Xt−2, . . .) = 0

ou, plus généralement,

PL (ut | Xt−�, Xt−�−1, . . .) = 0 , ∀� ≥ 1.

Si Xt est un processus strictement non-déterministe,

Xt =

∞∑
j=0

djut−j

on a :

PL (Xt | Xt−1, Xt−2, . . .) = PL (ut | Xt−1, Xt−2, . . .)

+PL

[ ∞∑
j=1

djut−j | Xt−1, Xt−2, . . .

]

=

∞∑
j=1

djut−j .

De plus, si on suppose que les {ut} sont indépendants,

E (ut | Xt−1, Xt−2, . . .) = E (ut | ut−1, ut−2, . . .) = 0 ,

E (Xt | Xt−1, Xt−2, . . .) =

∞∑
j=1

djut−j
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= PL (Xt | Xt−1, Xt−2, . . .) .

On a aussi la meilleure prévision au sens de l’EQM.
Soit {Xt} un processus SSL non-déterministe

Xt =

∞∑
j=0

djut−j = d (B) ut, (1.1)

où

d0 = 1 , d (B) =

∞∑
j=0

djB
j . (1.2)

Dénotons :
Pt−jXt = P (Xt | Xt−j , Xt−j−1, . . .) .

Alors :

Pt−jXt = Xt pour j ≤ 0 ,

ut = Xt − P (Xt | Xt−1, Xt−2, . . .)

= Xt − Pt−1Xt

Pt−1Xt =
∞∑

j=0

djPt−1ut−j =
∞∑

j=1

djut−j

=

(
d (B)

B

)
+

ut−1

où on définit (
+∞∑

j=−∞
hjB

j

)
+

=
∞∑

j=0

hjB
j ,

[
d (B)

B

]
+

=
(
d0B

−1 + d1B
0 + d2B

1 + · · ·
)

=

( ∞∑
j=0

djB
j−1

)
+

=

∞∑
j=1

djB
j−1 . (1.3)
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De la même manière, on obtient au délai �,

Pt−�Xt =

∞∑
j=0

djPt−�ut−j =

∞∑
j=�

djut−j

=

(
d (B)

B�

)
+

ut−�

ou, de façon équivalente,

PtXt+� =

(
d (B)

B�

)
+

ut =

∞∑
j=�

djut+�−j . (1.4)

On appelle (1.4) la Formule de Wiener-Kolmogorov pour la prévision linéaire � périodes à
l’avance. On voit que PtXt+� s’obtient en laissant tomber les l termes les plus récents dans
la décomposition de Wold :

Xt =

∞∑
j=0

djut−j

=

l−1∑
j=0

djut+�−j +

∞∑
j=�

djut+�−j

= et(l) + PtXt+� . (1.5)

Si Xt est inversible,

ut =
1

d (B)
Xt

d’où

Pt−�Xt =

(
d (B)

B�

)
+

1

d (B)
Xt−� ,

PtXt+� =

(
d (B)

B�

)
+

1

d (B)
Xt , � ≥ 1 .

1.1 Exemple Pour un processus AR(1) ,

Xt = ϕ1Xt−1 + ut , |ϕ1| < 1 (1.6)

on a la représentation

Xt =
1

1 − ϕ1B
ut , (1.7)
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d’où

Pt−1Xt = ϕ1Pt−1Xt−1 + Pt−1ut (1.8)

= ϕ1Xt−1 , (1.9)

Pt−�Xt = ϕ1Pt−�Xt−1

= ϕ1Pt−� (ϕ1Xt−2 + ut−1)

= ϕ2
1Pt−�Xt−2

= ϕ�
1Xt−� .

Si on utilise la formule de Wiener-Kolmogorov, on obtient :

Pt−�Xt =

[
B−� 1

1 − ϕ1B

]
+

ut−�

=
[
B−�

(
1 + ϕ1B + ϕ2

1B
2 + · · ·

)]
+

(1 − ϕ1B) Xt−�

= ϕ�
1

(
1 + ϕ1B + ϕ2

1B
2 + · · ·

)
(1 − ϕ1B)Xt−�

=
ϕ�

1

1 − ϕ1B
(1 − ϕ1B)Xt−�

= ϕ�
1Xt−� .

1.2 Exemple Pour le processus MA(1) ,

Xt = (1 − θ1B) ut , |θ1| < 1, (1.10)

on a

ut =
1

1 − θ1B
Xt , (1.11)

d’où les prévisions : pour � = 1,

Pt−1Xt =
[
B−1 (1 − θ1B)

]
+

1

1 − θ1B
Xt−1

=
−θ1

1 − θ1B
Xt−1

= −θ1

∞∑
i=0

θi
1Xt−1−i (1.12)

= −
∞∑
i=1

θi
1Xt−i ; (1.13)
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pour � ≥ 2

Pt−�Xt =
[
B−� (1 − θ1B)

]
+

1

1 − θ1B
Xt−� = 0 .

1.3 Exemple Pour un processus ARMA(1, 1) de la forme

(1 − ϕ1B) Xt = (1 − θ1B)ut , (1.14)

| ϕ1 |< 1 , | θ1 |< 1 , (1.15)

la représentation de Wold s’écrit :

Xt =
(1 − θ1B)

(1 − ϕ1B)
ut (1.16)

= d (B)ut . (1.17)

De là, on obtient les prévisions : au délai 1,

Pt−1Xt =

[
d (B)

B

]
+

ut−1 =

[
d (B)

B

]
+

1

d (B)
Xt−1 (1.18)

où [
d (B)

B

]
+

=

[
B−1 (1 − θ1B)

(1 − ϕ1B)

]
+

=

[
B−1

1 − ϕ1B
− θ1

1 − ϕ1B

]
+

=

[
B−1

[
1 + ϕ1B

(
1 + ϕ1B + ϕ2

1B
2 + · · ·

)]
− θ1

1 − ϕ1B

]
+

=

[
B−1 +

ϕ1

1 − ϕ1B
− θ1

1 − ϕ1B

]
+

=
(ϕ1 − θ1)

1 − ϕ1B
, (1.19)

de sorte que

Pt−1Xt =
(ϕ1 − θ1)

1 − ϕ1B

(
1 − ϕ1B

1 − θ1B

)
Xt−1 (1.20)

=
(ϕ1 − θ1)

1 − θ1B
Xt−1; (1.21)

au délai �,

Pt−�Xt =

[
d (B)

B�

]
+

ut−� =

[
d (B)

B�

]
+

1

d (B)
Xt−� (1.22)
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où [
d (B)

B�

]
+

=

[
B−� (1 − θ1B)

(1 − ϕ1B)

]
+

=

[
B−�

1 − ϕ1B
− θ1B

−(�−1)

(1 − ϕ1B)

]
(1.23)

=

[
ϕ�

1

1 − ϕ1B
− θ1ϕ

�−1
1

1 − ϕ1B

]
=

ϕ�−1
1 (ϕ1 − θ1)

1 − ϕ1B
, (1.24)

et donc

Pt−�Xt =
(ϕ1 − θ1) ϕ�−1

1

1 − ϕ1B

(
1 − ϕ1B

1 − θ1B

)
Xt−� (1.25)

=
ϕ�−1

1 (ϕ1 − θ1)

1 − θ1B
Xt−� (1.26)

ou encore

PtXt+� =
ϕ�−1

1 (ϕ1 − θ1)

1 − θ1B
Xt .

2. Règle de chaîne pour la prévision

Soit

PtXt+1 =

∞∑
j=0

hjXt−j .

Alors,

Pt+�Xt+�+1 =

∞∑
j=0

hjXt+�−j

= h0Xt+� + h1Xt+�−1 + · · ·+ h�Xt + h�+1Xt−1 + · · ·

Pt [Pt+�Xt+�+1] = PtXt+�+1

= h0PtXt+� + h1PtXt+�−1 + · · · + h�−1PtXt+1

+h�Xt + h�+1Xt−1 + · · ·

=

�−1∑
i=0

hiPtXt+�−i +

∞∑
i=�

hiXt+�−i
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=

�−1∑
i=0

hiPtXt+�−i +

∞∑
i=0

hi+�Xt−i .

Cette formule permet de calculer les prévisions plusieurs étapes à l’avance à partir de pré-
visions 1 période à l’avance.

3. Propriétés des erreurs de prévision

Soit
PtXt+� = P (Xt+� | Xt, Xt−1, . . .) .

Si

Xt =

∞∑
j=0

djut−j , (3.1)

où

d0 = 1, (3.2)

ut = Xt − Pt−1Xt , (3.3)

V (ut) = σ2, (3.4)

alors

Xt+� =
∞∑

j=0

djut+�−j ,

PtXt+� =

∞∑
j=�

djut+�−j .

et (�) ≡ Xt+� − PtXt+�

=
�−1∑
j=0

djut+�−j

= ut+� + d1ut+�−1 + · · · + d�−1ut+1

suit un processus MA (� − 1) , d’où

V [et (�)] = σ2
[
1 + d2

1 + · · · + d2
�−1

]
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= σ2
�−1∑
i=0

d2
i ,

où d0 = 1. Par conséquent,
et (1) = ut+1 . (3.5)

Les erreurs de prévision (optimales) une période à l’avance sont non-corrélées entre elles.
D’autre part,

E [et (�) et+k (�)] = σ2
�−k−1∑

i=0

didi+k

= σ2
�−1∑
i=k

didi−k , 0 ≤ k ≤ � − 1, (3.6)

E [et (�) et+k (�)] =

{
σ2

∑�−1
i=k didi−k , si 0 ≤ k ≤ � − 1 ,

0 , si k ≥ � ,
(3.7)

Corr [et (�) , et+k (�)] =

{ ∑�−1
i=k didi−k /

∑�−1
j=0 d2

j , si 0 ≤ k ≤ � − 1 ,

0 , si k ≥ � ,
(3.8)

Cov [et (�) , et (� + j)] = E [et (�) et (� + j)]

= σ2
�−1∑
i=0

didi+j �= 0 , pour j ≥ 0 . (3.9)

Les covariances entre prévisions faites au même moment à différents délais sont données
par :

C [et (�) , et (� + j)] = E [et (�) et (� + j)]

= σ2
�−1∑
i=0

didi+j .

4. Prévisions à l’aide de modèles ARIMA

Supposons que Xt suit un processus ARIMA de la forme :

ϕp (B) (1 − B)d Xt = θq (B) ut + μ̄ , (4.1)

ut ∼ BB
(
0 , σ2

)
, (4.2)
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Si on dénote
ϕ (B) = ϕp (B) (1 − B)d , (4.3)

on peut écrire
ϕ (B) Xt = θq (B) ut + μ̄ , (4.4)

ou encore [
1 − ϕ1B − · · · − ϕp+dB

p+d
]
Xt = [1 − θ1B − · · · − θqB

q] ut + μ̄ , (4.5)

d’où la représentation en équation à différences finies de Xt :

Xt = ϕ1Xt−1 + · · · + ϕp+dXt−p−d + ut − θ1ut−1 − · · · − θqut−q + μ̄ (4.6)

ou

Xt =

p+d∑
i=1

ϕiXt−i −
q∑

j=1

θjut−j + μ̄ + ut . (4.7)

4.1 Exemple Dans le cas d’un processus ARIMA(1, 1, 0), on a :

(1 − φ1B) (1 − B)Xt = ut ,[
1 − ϕ1B + ϕ2B

2
]
Xt =

[
1 − (φ1 + 1)B + φ1B

2
]
Xt = ut ,

ϕ1 = (φ1 + 1) , ϕ2 = −φ1 .

Appliquant l’opérateur de projection Pt aux deux côtés de l’équation (4.7), nous obte-
nons :

PtXt+1 =

p+d∑
i=1

ϕiPtXt+1−i −
q∑

j=0

θjPtut+1−j + μ̄

=

p+d∑
i=1

ϕiXt+1−i −
q∑

j=1

θjut+1−j + μ̄ ,

PtXt+2 = ϕ1PtXt+1 +

p+d∑
i=2

ϕiXt+2−i −
q∑

j=2

θjut+2−j + μ̄ ,

et, de façon générale,

PtXt+� =
�−1∑
i=1

ϕiPtXt+�−i +

p+d∑
i=�

ϕiXt+�−i −
q∑

j=�

θjut+�−j + μ̄ .
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En remarquant que

Ptut+� =

{
0 , si � ≥ 1 ,

ut+� , si � ≤ 0 ,

on voit alors que

PtXt+� =

p+d∑
i=1

ϕiPtXt+�−i + Ptut+� −
q∑

j=1

θjPtut+�−j + μ̄ (4.1)

et

ϕ (B) PtXt+� = θ (B) Ptut+� + μ̄ ,

ϕ (B)Xt+� = θ (B) ut+� + μ̄ ,

ϕ (B) (Xt+� − PtXt+�) = θ (B) (ut+� − Ptut+�) .

Soit

ψ (B) = 1 + ψ1B + ψ2B
2 + · · · =

∞∑
j=0

ψjB
j ,

ϕ (B) ψ (B) = θ (B) ,

et (�) = Xt+� − PtXt+� , � ≥ 1 ,

ϕ (B) et (�) = ϕ (B) ψ (B) (ut+� − Ptut+�) .

Si on note que

et (�) = 0 , � ≤ 0

ut+� − Ptut+� =

{
0 , � ≤ 0

ut+� , � ≥ 1

on peut simplifier ϕ (B) des deux côtés et on obtient

et (�) = ψ (B) (ut+� − Ptut+�)

= ut+� + ψ1ut+�−1 + · · · + ψ�−1ut+1

=

�−1∑
i=0

ψiut+�−i ,

où ψ0 = 1. Il s’ensuit que

E [et (�)] = 0
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V [et (�)] = V (�) = σ2

[
1 +

�−1∑
j=1

ψ2
j

]
.

Les erreurs de prévision 1 période à l’avance et (1) sont non-corrélées entre elles. De façon
plus générale,

E [et (�) et−j (�)] =

{
σ2

∑�−1
i=j ψiψi−j , si 0 ≤ j ≤ � − 1 ,

0 , si | j |≥ � ,
(4.8)

E [et (�) et (� + j)] =

(
�−1∑
i=0

ψiψi+j

)
σ2 .

Si on suppose que ut
ind∼ N [0, σ2

a]

et (�) ∼ N

[
0,

{
1 +

�−1∑
j=1

ψ2
j

}
σ2

]
,

on peut calculer des intervalles de confiance pour les prédictions :

P
[
PtXt+� − cα/2Δ� ≤ Xt+� ≤ PtXt+� + cα/2Δ�

]
= 1 − α

où

Δ2
� =

{
1 +

�−1∑
j=1

ψ2
j

}
σ2 , (4.9)

P [N (0, 1) ≥ cα] = α .

En calculant les prévisions à différents horizons �, on obtient une fonction de prévision :

PtXt+� ≡ X̂t (�) , � = 1, 2, 3, . . . ,

ϕ (B)Xt = θ (B) ut + μ̄ ,

ϕ (B) X̂t (�) = θ (B) Ptut+� + μ̄ ,

ϕp (B) (1 − B)d X̂t (�) = θ (B) Ptut+� + μ̄ .

Si d = 0 et � est grand, on a :

ϕp (B) X̂t (�) 	 μ̄ ,

X̂t (�) 	 μ ≡ μ̄

ϕp (B)
=

μ̄

1 − ϕ1 − · · · − ϕp

.
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Si d = 1 et � est grand,

ϕp (B) (1 − B) X̂t (�) 	 μ̄

(1 − B) X̂t (�) 	 μ ≡ μ̄

ϕp (B)

X̂t (�) 	 μ0 + μ� Progression arithmétique.

Si d = 2 et � est grand,
X̂t (�) 	 μ0 + μ1� + μ2�

2 .

5. Notes bibliographiques

Le lecteur trouvera des discussions générales de la prévision à partir de modèles
ARIMA dans Box et Jenkins (1976, Sections 5.1-5.5, 5.7), Brockwell et Davis (1991,
Sections 5.1-5.5) et Hamilton (1994, Chap. 4). Sur la prévision pour des processus sta-
tionnaires ainsi que la formule de Wiener-Kolmogorov, voir aussi Wiener (1949), Whittle
(1983), Whiteman (1983) et Sargent (1987).
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